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P-point, Q-point, Ramsey超フィルターは N上の超フィルターの重要なクラスである．

定義 1. U を N上の超フィルターとする．

(1) U が P-pointであるとは，Nの任意の分割 ⟨Yn : n ∈ N⟩について，次のどちらかが成り立つと

きをいう：ある nについて Yn ∈ U，またはあるX ∈ U があってすべての nでX ∩ Yn が有限集

合である．

(2) U がQ-pointであるとは，Nの任意の有限集合への分割 ⟨Yn : n ∈ N⟩について，次が成り立つ

ときをいう：ある X ∈ U があってすべての nで |X ∩ Yn| ≤ 1．

(3) U がRamsey超フィルターであるとは，任意の自然数 cと関数 f : [N]2 → {0, 1, . . . , c−1}につ

いて，X ∈ U と i ∈ {0, 1, . . . , c−1}が存在し，任意のX の元の対 {x, y}について f({x, y}) = i

となることを言う．

他方で具体的な N上 (あるいは可算集合上の)のイデアルとして次のようなものが知られている．

定義 2. (1) Fin = {A ⊆ N : Aは有限集合 }.

(2) Fin⊗ Fin = {A ⊆ N× N : 垂直な切り口 An が無限となる nは有限個しかない }.

(3) convは [0, 1]内の収束する有理数列から生成される Q上のイデアル．

(4) ED は N× N内の垂直な直線たちと関数のグラフたちから生成されるイデアル．

(5) EDfin は ∆上のイデアル {A ∩∆ : A ∈ ED}である．ここに ∆ = {(n,m) : m ≤ n}.

(6) N上のランダムグラフを一個固定したときに，Rはその均質集合 (クリークまたはアンチクリー

ク)たちから生成されるイデアル．

イデアルの間の順序 ≤K と ≤KB を次で定める．

定義 3. (1) (Katětov順序) I ≤K J とはある関数 f : N → Nがあって，すべての I ∈ I について

f−1(I) ∈ J となることを言う．

(2) (Katětov-Blass順序) I ≤K J とはある有限対一関数 f : N → Nがあって，すべての I ∈ I に

ついて f−1(I) ∈ J となることを言う．

以上の用語の下で，次が成り立つ．

定理 4. U を N上の超フィルターとする．

(1) U が P -point ⇐⇒ Fin⊗ Fin ̸≤K U∗ ⇐⇒ conv ̸≤K U∗.

(2) U が Q-point ⇐⇒ EDfin ̸≤KB U∗.

(3) U が Ramsey ⇐⇒ ED ̸≤K U∗ ⇐⇒ R ̸≤K U∗.
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P-point, Q-point, Ramsey超フィルターといった重要なクラスが具体的なイデアルを使って記述さ

れるということである．これは，これらの具体的なイデアルの重要性を物語る良い定理である．

本発表はこの定理の証明を目標にする．関連する話題として，各性質を持つ超フィルターが存在する

ための十分条件や N上のイデアルの基数不変量についても触れる．

参考文献

[BJ95] Tomek Bartoszynski and Haim Judah. Set Theory: on the structure of the real line. CRC

Press, 1995.
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