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Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Diffeological space

定義 nを自然数とする．
Rnの開集合を n-domainあるいは単に domainと呼ぶ．
n-domainから空でない集合X への写像をX の n-parametrization

あるいは単に parametrizationと呼び，その全体を Paramn(X)と表
す．また，Param(X) =

∪
n
Paramn(X)とする．

定義 空でない集合X の parametrizationsの集合Dが以下をみたすと
き，X 上の diffeologyと呼ぶ．

∀x ∈ X ∀n ∈ N0 ∃cx ∈ D ∩Paramn(X) Im cx = {x}.
P ∈ Param(X), ∀u ∈ U ∃V ∈ N (u) P |V ∈ D ⇒ P ∈ D.

∀(P : U → X) ∈ D ∀F ∈ C∞(V, U) P ◦ F ∈ D.

(X,D)を diffeological spaceと呼び，diffeology Dの元を plotと呼ぶ．
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Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Example

例
U を domainとする．このとき，任意の domainからの本来の意味での滑
らかな写像全体の集合は domain U 上の diffeologyであり，U 上の
standard diffeologyと呼ぶ．

例
M を滑らかな多様体とする．このとき，任意の domainからの本来の意
味での滑らかな写像全体の集合はM 上の diffeologyである．

例
Xを位相空間とする．このとき，任意の domainからの連続写像全体の集
合はX 上の diffeologyである．
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Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Diffeologically smooth map

定義 Diffeological spaceの間の写像 f : (X,DX) → (Y,DY )が
diffeologically smoothであるとは，次をみたすことである．

∀(P : U → X) ∈ DX f ◦ P ∈ DY .

また，f が全単射かつ f とその逆写像 f−1が diffeologically smoothであ
るとき，f を diffeologically diffeomorphismと呼ぶ．

U

X Y

P
f◦P

f
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Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Induction(入射)

定義 Diffeological spaceの間の写像 f : (X,DX) → (Y,DY )が induction

であるとは，f が単射かつ diffeologically smoothであり，P ∈ DY で
ImP ⊂ Im f となるものに対し，f−1 ◦ P ∈ DX となることである．

U

X ImP ⊂ Im f

P
f−1◦P

f−1

命題
全射な inductionは diffeologically diffeomorphismである．
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Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Sikorski space

定義 空でないX 上の実数値関数の集合 F が以下をみたすとき，F と
X 上の F による始位相をX 上の Sikorski構造と呼ぶ．

(f : X → R) ∈ Map(X,R), ∀x ∈ X ∃V ∈ N (x) ∃(g : X → R) ∈ F
f |V = g|V ⇒ (f : X → R) ∈ F .

∀k ∈ Z>0 ∀f1, f2, . . . fk ∈ F ∀F ∈ C∞(Rk,R) F (f1, f2, . . . fk) ∈ F .

(X,F)を Sikorski空間と呼ぶ．ここで，XにはF による始位相を入れる．

F (f1, f2, . . . fk) : X −→ R

∈ ∈

x 7−→ F (f1(x), f2(x), . . . fk(x))
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Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Sikorski smooth map

定義 Sikorski spaceの間の写像 α : (X,FX) → (Y,FY )が Sikorski

smoothであるとは，次をみたすことである．
∀(f : Y → R) ∈ FY f ◦ α ∈ FX .

また，f が全単射かつ f とその逆写像 f−1が Sikorski smoothであるとき，
f を Sikorski diffeomorphismと呼ぶ．

X

Y R

α
f◦α

f
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Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Category

位相空間と連続写像のなす圏をTopologyと表す．
Diffeological spaceと diffeologically smooth mapのなす圏をDiffeologyと
表す．
Sikorski spaceと Sikorski smooth mapのなす圏を Sikorskiと表す．
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Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Diffeology and Sikorski

命題
(X,D)を diffeological spaceとする．このとき，
ΦD = {(f : X → R) ∈ Map(X,R) | ∀(P : U → X) ∈ D f ◦ P ∈ C∞(U,R)}

は集合X 上の Sikorski構造である．

命題
(X,F)を Sikorski spaceとする．このとき，
ΠF = {(P : U → X) ∈ Param(X) | ∀(f : X → R) ∈ F f ◦ P ∈ C∞(U,R)}

は集合X 上の diffeologyである．

秋桜 CW 複体の微分構造 11 / 28



Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Adjoint functor

先の命題により関手 Φ: Diffeology → Sikorskiと関手
Π: Sikorski → Diffeologyが定まる．

定理
関手 Φ: Diffeology → Sikorskiは関手Π: Sikorski → Diffeologyの
左随伴関手である．

Diffeology ⊥ Sikorski

Φ

Π

秋桜 CW 複体の微分構造 12 / 28



Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Diffeology and Topology

定義 (Zemmour [IZ13])

Diffeological space (X,D)の部分集合Aが開集合であるとは，次をみた
すことである．

∀(P : U → X) ∈ D P−1(A) : open in U

この開集合全体のなす開集合系はX 上の位相を定める．この位相を
D-topologyと呼ぶ．

命題
(X,O)を位相空間とする．このとき，任意の domainからの連続写像全
体の集合はX 上の diffeologyである．
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Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Adjoint functor

先の定義と命題により関手 T : Diffeology → Topologyと関手
D : Topology → Diffeologyが定まる．

定理
関手 T : Diffeology → Topologyは関手D : Topology → Diffeology
の左随伴関手である．

Diffeology ⊥ Topology

T

D
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Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Frölicher space

定義 X を空でない集合，F ⊂ Map(X,R), C ⊂ Map(R, X)とする.

ΦC = F かつΠF = Cとなるとき, (X, C,F)を Frölicher spaceという.

定義 (X, CX ,FX), (Y, CY ,FY )を Frölicher spaceとし, α : X → Y を写
像とする. このとき,以下は同値である．

(i) ∀(f : X → R) ∈ F , f ◦ α ∈ FX

(ii) ∀(c : R → X) ∈ CX , ∀(f : Y → R) ∈ FY , f ◦ α ◦ c ∈
C∞(R,R)
(iii) ∀(c : R → X) ∈ CX , α ◦ c ∈ CY

これらをみたすとき, αは Frölicher smoothであるという.

Frölicher spaceと Frölicher smooth mapのなす圏を Frölicherと表す．

秋桜 CW 複体の微分構造 15 / 28



Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Reflexivety

定義 (X,D)を diffeological spaceとする. このとき,以下は同値である.

ΠΦD = D

∃F ⊂ Map(X,R), ΠF = D

これらをみたすとき, (X,D)は reflexiveであるという.

(X,F)を Sikorski spaceとする. このとき,以下は同値である.

ΦΠF = F

∃D ⊂ Param(X), ΦD = F

これらをみたすとき, (X,F)は reflexiveであるという.
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Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Reflexivety

reflexive diffeological spaceと diffeologically smoothな写像のなす圏を
Reflexive Diffeologyと表し, reflexive Sikorski spaceと Sikorski smooth

な写像のなす圏を Reflexive Sikorskiと表す.

系
Reflexive Diffeology∼=Reflexive Sikorskiが成立する.

定理
Reflexive Diffeology∼=Reflexive Sikorski∼=Frölicherが成立する.
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Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Preparation

滑らかな関数 l : R → Rと λ : R → Rと ϕ : R → Rを以下で定める．

l(t) =

{
0, t ≤ 0,

e−
1
t , t > 0,

λ(t) =
1

α

∫ t

0
l(3x)l(3−3x)dx,

ϕ(t) =

∫ 1
2
+t

0
λ(x)dx.

ここで，α =

∫ 1

0
l(3x)l(3−3x)dxである．このとき，以下が成立する．

(1) 任意の t ≤ −1/2に対し，ϕ(t) = 0である．
(2) 任意の t ≥ 1/2に対し，ϕ(t) = tである．
(3) ϕ : R → Rは [−1/2,∞)上で狭義単調増加関数である．

秋桜 CW 複体の微分構造 19 / 28



Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Preparation

n,m ∈ N0とする．このとき，４つの境界付き多様体を以下で定める．
Sn−1 = {u ∈ Rn | ‖u‖ ≥ 1}, Dm = {v ∈ Rm | ‖v‖ ≤ 1},

Dn,m = {(u,v) ∈ Rn ×Rm | ‖u‖ ≥ 1− ϕ(2−‖u‖−‖v‖)},

Sn−1,m = {(u,v) ∈ Rn ×Rm | ‖u‖ ≥ 1} = Sn−1 ×Rm.

また，
∂0 S

n−1,m = {(u,v) ∈ Rn ×Rm | ‖u‖ = 1, ‖v‖ ≤ 3/2}.

と定める．

命題
Sn−1,m ⊂ Dn,mである．
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Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Definition of fat smooth CW complexes

定義 Diffeological space X 上の Fat smooth CW構造とは，Diffeological

spaceの 3系 (X(n); X̊(n), ∂X(n))の族（∂X(n) = X(n) \ X̊(n)），集合 Jn+1

上の関数のmn+1 : Jn+1 → N0の族，3系の diffeologically smoothな写像
hn+1 : (

⨿
j∈Jn+1

Sn,mn+1(j);
⨿

j∈Jn+1

IntSn,mn+1(j),
⨿

j∈Jn+1

∂Sn,mn+1(j)) → (X(n); X̊(n), ∂X(n))

の族で次をみたすものである．ここで，n ≥ −1である．
1 X(−1) = X̊(−1) = ∂X(−1) = ∅
2 n ∈ N0に対し，(X(n); X̊(n), ∂X(n))は (X(n−1); X̊(n−1), ∂X(n−1))と
上記のデータを用いて次により与えられる．
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Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Definition of fat smooth CW complexes

a 以下の図式はDiffeologyにおける pushoutである．⨿
j∈Jn

Sn−1,mn(j) X(n−1)
⨿
j∈Jn

IntSn−1,mn(j) X̊(n−1)

⨿
j∈Jn

Dn,mn(j) X(n)
⨿
j∈Jn

IntDn,mn(j) X̊(n)

hn

in
în

Inthn

Int in
Int în

ĥn Int ĥn

b X はX(n)の余極限である．

X が fat smooth CW構造をもつとき，fat smooth CW complexと呼び，
写像 hnをその接着写像と呼ぶ．また，X = X(n)となる自然数 nが存在
するとき，X は有限次元であると呼ぶ．
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Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Image of fat smooth CW complexes
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Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Example of fat smooth CW complexes

命題
S1は fat smooth CW complexである．

ここで，h1 : S
0,0 → D0,1は u ∈ S0,0 = S0に対し，h1(u) =

2u
1+|u|2 と定

める．
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Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

EMSF

定義 Fat smooth CW complex X が regularであるとは，任意の n ∈ N0

に対し，接着写像 hnがその像への inductionであることである．

定義 Diffeological space (X,D)が十分多くの滑らかな関数をもつとは，
X の D-topologyが次の形の開基をもつことである．

{f−1((0, 1)) | f ∈ C∞(X,R)}

定理 (Watts [Wat12], Iwase [IWA22])

滑らかな多様体は十分多くの滑らかな関数をもつ．
Smooth CW complexは十分多くの滑らかな関数をもつ．
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Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Smooth partition of unity and EMSF

定理
Regular fat smooth CW complexは滑らかな 1の分割をもつ．

定理
Regular fat smooth CW complexは十分多くの滑らかな関数をもつ．
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Diffeological space and adjoint functor Fat smooth CW complex

Reflexivity

定義 Diffeological space (X,D)が reflexiveであるとは，次をみたすこと
である．
D = {(P : U → X) ∈ Param(X) | ∀f ∈ C∞(X,R) f ◦ P ∈ C∞(U,R)}

定理
Regularかつ有限次元である fat smooth CW complexは reflexiveである．

定理
滑らかな閉多様体は reflexive fat smooth CW complexである．
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