
Def ( involution alg )

A : k- alg ( not necessarily associative ) 6 : A s A : anti - alg map

(A .
6 ) : involution algef o

'

= idA

Prop ( Cayley -Dicksow process )

FA
'

n product
(A .

6 ) : involution alg ,
A
'

: = AxA
.
la . bl - ( cid ) : = { ac - docb)

,
olaidecb )

6
'

- A
'

aLa . b) " , (6(a )- b ) ε
A

TA"= ( 10 ) c するとき( A ' , σ' ) :involtion alg

proof' A

' : K - livear sp は tvivial

la , b ) o ( Ic ,
a ) t (e . fi ) = la . blIcte ,

def) = ( a(cte ) -1atf ) σ(b )
,la) (dtf) t (cte) b )

11

( a ,bl . ( cid ) + ( a , bl {e, f) = ( ac- docb ),caidtcb ] t (ae - folb )
,casfteb )

( い , o 1 . 1 a ,b ) = ( a . bl . labl . ( 1
,
o) = 1 a . bl

σ
'

fla
,
b ] . ( 《 id 7 ) = σ' flac- do(b )

,oca ,dtcbll = {lac ) - o(dolb ] , - ocaid- cb )
bold ) 11

6
'

( ( cid , ) . σ
'

( iain ) ) = (6( c),- d ) .(ola), - b )=( 6 ()(a ) tb6( -d )
, 6 (6c) ) (-b ) - ocaid

6 ( ac ) C

σ
'

[ 1 , 01 ) = ( 6 ), - 0 ) = ( 1 , 0 )

6
"

( ( a , bl ) = 0
"

( ( 6(a) , -bl ) = (6:a ) ,- ( -bl ) = {
a . bl :

∴
6 "=: dA

∴ (A
'

,
6' ) : involution alg

e . 9 .

( IR .
idiR ) は involution alg である 。

上記 の Cayley -Dicksow process を 繰 り返すことにより、

様々 な 代数系 が 構成できる 。

( IR × 1R
,
6 ) を 作 る

。 ( a , b ) . ( c . d ) EIR ×IRに対 て( a . b ] . ( c . d ) = lac- db , adtcb )

( atbi ) 。 ( c + di ) = ac - bd) t ( adbe ) i F りR × RaLab ! → atbi ε ¢ の 同一視 により

上記の R × R 上 の 代数は① と 同型また σ { { a.
b
3 ) = ( a . -b ) は ¢ n 共役 を 取 る 操作 に対応

次 に (¢×¢
.
6
'

) ε (作 る
.

。 ①×¢ のIR 上 の 基底 は 1
0
) ,

(
i . o
) . lo " )

.
( o .

) ≈ π
よりこれらの 積 が

1

分 かれば
、
①× ¢ 上 の 積 が 分かる 。



ここで 一般 に ( A ,
6 ) : inv alg に対 して A

「

α 積 は

( a ,
σ ) . ( b . o ) = { ab ,

o 1
,

( a ,
0
) , 。 ( o , b 1 = 10 ,

oca' b ) ( o , al . [ b , o ) = 10 , ba }

( 0
,
a ] . ( 0 , b ) = (- bola) ,

σ ) であるので

i j =
(

i , 0 )
" ( 0 , 1 ) = ( 0 , ci, ) = ( 0 ,- ; ) =K

i - K = ( i
,
01 , ( 0 .

- i ) = (O , Oc)- i;) = ( 0 . - 1) = - j

I
.

i = ( 0 , 1 ) . (τ .
o ) = ( 0 ,

i )

j
- k = (0 , 1 )。 ( 0 - i) =( -( -) σ ) .

o) = (2 , 0 ) = で

K 。 i = ( 0 , - i ) " (i . 0 ) = 10 , i (- i) ) = 10 , 1 ) = j

K . j = ( 0 - i) , ( 0 , ( ) = ( - 16 c- 0 ) ,
0 ) = (- i

.
0 ) = - i

で
=

( で ,0 ) = ( - 1. 0
)
j " =
(
0 . ) to,( ) = ( -1 , o )

K
=

( 0 . -
i ) . ( 0 . - i ) = (- C- i ) i ,

0 ) = (- 1
,
0 )

ijki
- 1

42 ×¢をこの 積 を 定めたものを 4 元数とい

1 ひ

1
へ

5 k
-学

k i D 1HH と 書 く
。

HH は 積の 可換性 が 成立 しない
。

K - 1j - i さ

また (HH 上 の involution
σ

は

6
'

( atbitcjtdk ) = σ
'

( ( atbi . c- dil ) = ( O ( atbi ) , - ctdi )= ( a - bi . - ctdi ) = a - bi -cj - dk

次 に [ IH × 11
,
σ
"

] を 構成 する 。
HH × HI の IR 上 の 基底は

( 1 , o 1 , ii , o ), ( j .o )
. ckio ) ,coil,co ,il ,coz

,
,

tom筋器 器e E3

計算 してみると具体例でH × ltl : Cayley - Dickson process で積 を定めた代数系 を ①と書 き8元数という

40 - 4 y
= ( K , 0 ) . ( o .j ) = ( 0

,6(k 'g ) = (o ,-kg ( 0 , i ) =e

-

442. -43 = ( 0
, i ) 。 ( 0 ,K ) =(( -K )( -i

)
, o ) = ( 5

, o ) =45

( 40 . 47 ] 。 43 = E2 o 43 = E5

400 14y . 4} = 40. ( 10 . j ). ( 0. k ) ) = 40 . ( -Kog), 0

) = - i. o )( k , o ) = [ -Ki . o
) = [ -j :0 ) =
- 45

:
∴ ( 40 . 4y) 。 43 キ 40 . (en . ts) となり ① は 結合律 を満 たさないことが 分 かる 。



① の 基底 の 1 以外 の 元 の 演算表は 以下の通りである 。

4 , 4344 4540 en
4- 1 eEy- t40-E 5-44
z 1e4E 54 -E,4 y-Eo

4s -ten-es464 -e4 e,
E4IE- 41-40 4n 43 -Es

esAo 4- e-e, e, 44

40 1 c-e,-ee4-e,45

En 1-4445-4,404"

bef

G : group , ① : G × G × G 7 k
×

$ : 3 - cocyde f
$(

Y 、Z .W
)$ ( x.YZ. w

)$ ( x. は . z )=$ (x . y . zw)$ ( xy. z . w
)x は 、 Z .wtG

← Gounit

$ normalized3 -cocydef
$
: 3 - coydeand$ ( x .. y) = 1FxyeGe
y = e のとき B(C. Z .W) $(x. Z , W) =$ (x. Z .W) : BCe. z .w) =

1

e . g . Z = e のとき $ (x . f .w) & (x.y . e」 = 中 (xcy . w): lx .y.e フ
( い 。

と定 めると
xx は Z

G = R× R ×R 2 A( . ) " : = [- )x . Z

ゆは normalized coboundary 3 - cocyde である 。

proof)

Fx
. は .

Z
. WE G をとる 。

( Y. Z.
w) $ (x .

.w ) $( x. は . z)
=t)*

-nc- iyeIwxth ft )

くー り

= (-1
)( Y×ε). W+() (× " N texY) . Z( Ytz )

$( x . Y. zw ) &( x y .
Z. w )=

(-) )-)
(Etw) ((x* y × z)-w [xY () . (Ztw) + ( (x+ y) ×Z ) - W

= (- 1 )

ここで 、
xx ). Z = 1 x . は

.
Zl より 1. , 1 は K - linearで 交代性を 満 たすので、

Ix
. は .ZtwItICty ,

Z
.
N1 = IR . Y . ZITHY . Z .WIt IK . Y .wItIx . z .

wl

= Ix . J . ZI TIY . Z .wIt Ix . Ytz . wl

また O = ( 0 , 0 , 0 ) ε G cして Fx . y ε Gに 対
し

1 x
,
0

. y 1 = 0 より

$ 1 x . 0 . y ) =( -
)

= 1 ∴ ゆ normalized 3 - cocyde



Prop

G : group , ① : normalized 3 - cocyde on G

Vectε objectを G - gradedvectorsp . morphism を G- graded vetor sp の morphism

I , W εVect ,G に対 して∞近
)
g =

g

∞ Wτとてめを 定め、

F .
W
. ZEVect$ G に対 して QF

. N . Z :T∝ [ I * ZaVGW*ZEF *( W *YLII(Z) VD(W∞Z )

このとき ( Vect$
G

, a ) は monoidal cat

proof)

めが well -def はやればできる 。VDW) * z ε ( IDW) *E[ )g のとき 、

ョ
0 . τ . K ε Gsito)k = g かつ Lv= O . IWにEIZ =は

∴ Ao
. w .
z ( V*wl) * z ) ε f* (W * Z)( )

ε
: Av

.π . z はVect の morphism

また f : f, ' Va
. g : Wi > Ws

.

hz . iZz in Vectに 対して

fag( )xh
I, *) N,の Zi > E∝W) *Zz

E
YVDWL*E l fivsxgimy() *hzy7

Q, W
.
Z
.)

凸 I Avz
. Wa .zz

← $ ( If(v) l
. lg (w)l . 1 h(ai 1 ]= $(Viw.

z )
し

$( v1. ( ω/) .( ほ ( )V *(w*Z )φ ( Ifivl
,
1g (wll.h (a)f(v)*(gin)》h” より 成立 する

。

v λ V

Fix [W 、 *z. } 左* (WI* Z,)T

flgoh )

AoのO , W .
Z

U ∝FI ) *W) ∞ Z UDI( ) *[ N *Z)

TU*vI * WI*Z 1 $ ( IUVI . .l ZI)Ux) ⑤[W ∝ Z
)

E

Avi8. w ∞ idz 正 む Ao
. F ,

WDZ

v $ lal.(v1. lwl)uxcvw)*
2

Q ( luvl(w1 . R 1 ) 中 ( lu/ .(v(( ωε 1) U*( VD( w*
11 ← $ : 3- cocyde より

Ux ( t∞π) * Z)
か

UD (Nx ( W * Z))Yumlmy(nvm、RD い m 1 )u *(v*w) ε

W ↑

Av
. DWiZ BLuldvl( wl )ゆ liul, (uw) (λ 1) u* ((V*w) * z )

idoxAr 、W 、z

U∞ ( F*π[ ) * Z )>

At
. k . w

F ∝KL I * w
UV∝TK) Aw'

V ∞ ( K * N)
, 中 (nM , iHml.(mi )voon

)ain
-

Q
> VDW <

カ

V∝ W<> 脈



Def labelian 3 - cocyde )

G : Abeliangrp , normalized3- cocyde on G ,
R : G × G > k

×

( $ . R ) : abelian 3 - coyde f
R(
x は. z ) $ ( x.) = ( x .y . x)Rix. ) ゆ(Z.

x .y)R (は) r ε

$ ( x . y . Z )R ( x . Yz] $ ( Y . Z .
,x] =RIx . Y) φ(Y .

x . Z)R (x 、 Z )

Def (2- cochain )

G =
, F : G ×Ggrp > K : Pointwise invertiblemap

Flecic ) = Fly 、 e ) (Ax . F εGIF: 2-cochainfnG = 1

Prop

G group, $ ) : abel:an3 -coydeonGRAbelian

F . W : F * W TVDN ,RIIVI.W ) NDV εWxt

( Vecta . C ) は braided monoidal cat
proof1

τ ,'ff g : 氏、 ?zinVectに対 してR ( 1 fwl/g ( w)l ) = R ( I .,w1) より

frg
O, xWi た *政また Iv *wl = 1 v (w)= 1 w//ol = 1 wxv 1

G
ovW( )fc8)xg(a)

C G : Abelian より
ー

已
CE
, Wi

v

RC1fiml. lgowillgw )of (o ) またCNWov ) =DWRIVi) cIze

V か
R(IVI (W) W *v,sR (lvl.

/wl/ g(w)*fcv)
リ

N1 * F1 EW
* E)√ Coπt ,Cri πl) = id.

(
CEπ ' Coa ') = id

gof

gof
のW,I WzI また R (Iv1 .(v 1 ) = R(f( ) l . 1g (w/ l) より

儿

.

「Wav 3 glw)*f(v )
「Y 1Coil R(Ifcwll . ( g(w ' l ) ☆CE.foygaw,

R ( 1v1 .w
)
= R ( 1 fc0) 1

.
1 gcw' l )

"

Wi

。
RcI.Iml )
*
, 'Ri.imy

*

a"

v w
"

foo) gow)
v

∴ Ct . :natural : , C:naturaliso

*F. πi > 礙@Wa
fog

\

>
(WoF) * ƩGω∞ idzAwiv

. z
> WD [I * Z )

idz @ CfiZ

ψ

7

R((v/(mi )(WDV )*
Z

→R(Iv1, 心) φ( (W) .I /IRI )W *(V*Z )R((v /, ( w ( ) φ[(wI 、R)R(IVLR) WD(Z*)ッ
G 〉

氏T∝WC ) * Z a(VW)Az Q 11 め(ZxV)
～

E T

/Aviπ .
zf ☆( W ☆ Z )
LがV (wIR )r *(w*

☆
→ /m"mi凡)R(Muma)(NAZD 1

①[《vいw)R)R [《"I ほ) &(1wR( ひ)W *(Zxv)ア

x

ァ (W∞ Z)∝ひ Aπizir
CVI WDE



Aviziat
ikの CW

、Z
氏∞ (ZxN)っ

↳

(VxZ) のπ7 G.zDida
ー 1

R

(IWIZ /)Vx (Z * w ^"
,

RCIWlIz)φ (IV/,Z(/ w)ひ∞ 《)*
w

v

TD (NNZJaVA ( WAZ)I Q R(IW川Zz 1 ) ゆ(IVいRL.
M

) ^ R(IVL R ) ( EDV) AW εZ* L )**
1 "

D
& (IELIVI. (WI

)
YRLIVLWIIZ)①[IVI( ω

)
LZ1)

"

(Zxv) * w'

$LIVIIWI(ZI
)

^'(VDW) * E→R(Nい WZ)φ(IVIIWI .LZ)
'

zDCV∞W)
λ MAviwizl fのN( ) の Z, >Z ∝ (V ∝N)

aをσ 、w

GDW 、 Z

∴ ( Vect, a
. c ) は braided monoidal cat 肉

Prop

G : grp ,
F : 2- cochain on G

$F( x . は . Z ): = F (Y . Z )"
F

( xは . Z
)F(x. YzJ'

F
(x. y ) (Ex . は .

ZEG )

とするとき $ Fは normalized3 -cocyde

proof)

F-LY . Z . , W )&F (C. Yz. , w) $E
( x . は 、 z )

= FCZ , W)TF (YZ .W) F ( Y .ZWJ'F(Y. Z) F( YZ. WTF(xYz. W )F( x.Yzw )'FCxm
mmmmwir

F( y.Z
)

' F( xy.Z)F ( x.は
Z
)「F( xy

)w uw

$F( x . は . EW ) DEI ( x は . Z .
w )

= F(は 、ZW
)

TF( xy . ZW ) F(xiはzWF (x . は ) F(Z .
W )TF (xYz .

w) F[xy .
zw'Fexy . mmmn

mnwmmm

: AFHYZ , W ) F+( C. YZ. W
)$ F(

x . は . z ) = $ F (x . は . ZW ) &F+ ( xY . Z .
W )

$ F
(

x . e . は ) = Fle . y' F (xiy) F (x . g)
'
F(xe) = 1k 肉



Prop

G : Abel:an grp ,
F : 2- cochain on G .RF : G × Ga (x .g ) , ,Fixy)F( y . x)

'
ε k
*

このとき (AFT .RF ) は abelian 3 - cocycle

proof)

$Fは normalized3 -cocyde であることは 既に 示 した 。

RF+ ( xy . Z ) $F' (x. ) = F ( xg . Z) FLZ .
x 4)
"
F( , j

"

F (x . )Fax . 5 Fix.yz ty ty zymmmnmmiuw

$F- I (x . Y . EIRFT (R . Z) &F+LE.. IRF- LY . Z)xY 11
= F(は.Z5 "F ( xy.z) F(x

.
はZ) " F (x . Y)FLx.Z FY .Z )FEimFe .;FE . IFe. FE' ε 4 r* ssFizn

mmi winn

PF( x . はZIRELC はzI $Ft は Z . x )

= F( y.Z
)

'Flxy.Z)F (x.
は
Z)" F ( x .は) F(C .YZIFCYE .x )TFL) F ()FlFi) 業 as t t

e mw iin

& IC. は )$ ( は. x . Z)R (x. E ) 11
= F 1 x .Y ) F ( Y 、xHFLZJ "FL .Z )FC.ZFcysex x Fex.z )Fzctnmmymm 脈

Def

G : group , F : 2- cochain on G

vector sp
k [G] に 次 の 積 を定義 したものを KF [G ] と書 く

。

COY = FLx. は )xy ( x . Y ε G 1 ( xy は G の 積 )

Prop

G =

group . F : 2 -cochainon G ⇒KF[ G ] :algebrainVec

proofc 1

KFCG] * KFCG)( ) * kF [G]
M(G] ∞ idKi[Gコ KF [G]∞KF[G]7

①
4
x)1 Flccは )cfDE,≥Flx

.は)F [xは. Z ) x はZ

Axi*
,
* Q 1 " KFCQJのKFCG]?

v

FCg .Z)
「

F(cY . Z) F[《. YZ)
「
FEc、 は) x* (Y*Z ) FlY 、z)

"

Fixy . Z) FLx. はZJ
'

F(x .は )F( は、 Z) x *YZ
, 7F(x は、 Z)F (x.

は

)"FLx. は )FlxZZ }xはEC
v カ

KF[G]∞ (KF [G]* kF[GJ) > KF [G]∞KFCGJ
か

idKFCa] ⑤ HRFCGJ

C . 7C = FLe . xJc = x , x - e =FCx . e 1c = x 狄



Def ( braided commutative )

( C
.
a , c ) :braidedmonoidalcat , A -alginema.n 1

A : braided commuTalivefMa. Ca.a = Ms ( ①=ψ ) ← 絵で +ル =う ~

Prop

algebra in VectG: abeliangroup, F : I - cochain on G ⇒ kF [G] : braided commutato RF1

proof)

KF[ ] : alg inVect協 は 既 に 示 した 。

MKF[G ] CKFLG7. KFG)( xxy) =MF (G](RFe(lxl,( y 1 ) yxc )

= MKFCG] ( F( ix1 y 1 ) F ( 1 は 1 . 1a ) 'yxc )=F ( 1 x 1( 1 )Fli は 1 . 1)"F
(
1は 1 .1xl ) yx

= Flix1. 1 y 1) は x = F( 14 . 1 ) xy=Mk[G ] (xxy )

CG : Abelian より

∴ MKFCG] ( CRECG] ,KF[G ] =MKFCG ] :∴ KF[ G ]:braidedcommutativealginVectR 肉



Prop

F : 42 × 1= a (x は ) 1 7 ( -)
xy
ε は 2-cochainonF .IRX

GF :
F [X2 ] ax , 7 F (x . x) x ε F [2] ε する ε ( F [《 3

,
6F ) は involution alg でR IR IR

RF [R2 ] ≡ ¢

proof )

F (8 , x) = ( -) =
1

F ( x .8 )
=( - )=1 で F の cY う z 値 は 1 0 r - 1 より

Fは Pointwise invertible より F : 2-coonchain

6FP ( C ) = F( F ( x. x )x ) = ( -)
F

( x. xx x = (-
i)

= 1x x = 7x

6F ( C 0 y ) = 6F ( F ( x . は ) (icty)) = Fix .y )F (xt は .xty ) (ic + y ) =
[) y(e+

(7Cty )

11 Ctyxは
6 F ( は ) - GF ()= F (Y . Y ) Y .Flx .x) x= F (x.x ) F( は. Y] F( Y . x) = (- )l は +x ) ( 7C + は )

OF ( ) = Fl 1 = (- 1)* 000 0 δ

∴ 1RF [12. ]. ) : involution alg

また Faftb . T .
C δ - d . T ERF[ R2] に 対 して

(a δ← b . T ) 。 ( C . δ td. T ]= F (
δ, IAc σ tadF( O

.TT TBCF ( T, O) T + BdF(T , T) δ

= ac -bd ) δ + (ad + be) T となるので IRFLRJaa δ tb .T→ atbi ε¢

また GF : KF [R] a AttBT →aF (o0 σ tbF ,「 JT = A -BT ε KF [R] より

(KF [F2 ] .
6 F ] ≡ ( ¢ .

6 ) : as involution alg 楽

Rem

F [ R25 : braided commutative alg inVectR である 。

Def ( standard involution alg }
←
G の元

G : abelian group , F : I- cochain On G . OF : KFLGJTR→ F(xx) xEKF [G ]

(KF [G] .6 e ] :standardinvolution algf (KF [G] . 6F ) : involution alg

Rem

(KF [G」
.

6F ) : standard involution alg⇒ F ( x . y ) Fley . xy ) = Flx . x ) F( は 、 Z) Fl は 、 x) (Fx . y ε G )

F ( x . 7x )
"

= e (Ux ε G ]



Prop
G : abeliangrp ,

F : 2 - cochain on G s. t

.K [G] : standard involution alg

GG: = G ×RzEL . F . I-cochain on G を 以Fで定義するとk [G ] = ( KF[GJ , 6)'
s

nvalg
ce

Cayley- Dickson process
F ( ( c, 0 ). ( は , 01) = F (xy 1 . F

( ( x . 0 ) , c は.1 ) =FLx. x F (x . y )

F ( 1 c. -

1

, ( は , 01) = FCFx.Flx - ).cy -)= -Flx . x )Fl は x )

proof)

kF [G]の 元 は (x ,
0 )

,
( 0 . z ) α形 の 元で 生成される ( x . Y ε G )

φ : KF [G] , KF [GJを φ ( ix . 0 ) ) = 1x , 07 .
φ ( 10 , y ) ) = { y . 「) とすると

φ は f - livear iso で
、

KE [G ] α 積は ( x .
σ ) . ( y .

δ) = F(x . は ) (xy . δ
)
, (x , σ ) - ( Y . T ) = F(x . x ) Fix . y ) (xy .

「 )

(x , 「 ) 。 ( は ,δ ) =F ( Y ., x ) ( xy ,i )
,( x . i ) . ( は 「 ) = - F(x . x ) Fl は . x) (xY ,

δ) より 、

φ( ( x .
o ) . ( Y . o ) ) =φ (( x . は

. o) ) =( x .
g , 8 )=F ( x. は) ( xy . σ ) =( xio ) l は ,

o ) =
φ

( (x. o ) ) . φ ( ( は .
o) )

φ( 1 x .01 , ( 0 . 41 ) =φ ( (
0,6(x )y ) } =φ( co .Flxixey ))= F ( x. x ) ( coy . 「 )= F ( x. x ) F ( xy ) ( xは. 「 1

= ( 7C ,
0 ) ( ～, 「) = φ ( 1x , 0 ) ) 。φ ( ( o は1 )

φ ( ( 0 , x ) , ( Y ,
o ) ) = φ ( ( 0 , ynx 1 ) = (Yox .「 ) =FIY .x ( yx .

「 ) -
m

(x . i) " ( は .
δ) =φ ( ( 0 , x) . φ(( Y .

o))
xy

φ ( l 0 . c) - ( o . y 1) = φ (- Y - 6c)0 )= ( -Y 。 6 (x ), δ )
=Flx.x)Fly. x ) (- yx .o )

=( x
.

「) 。は 、 「)

=φ (10 . x))。 φ( 10 . y ) )

φce ,
01) = ce ,

δ 1

また φ ( 6f ( xy) =φ ( ( 6 =( x). - y 1 ) = φ (Fix . x, 0) ) ←φ[ 10. - y;)= F (x . x( x. o
)+ [ -y . 「 )

11

6F ( φ ( x . y ) ) = 6π ( 《 x .
o ) ) + 6f ( ( は . ;) ) = F ( (x . ).(x . )(x .o )

+ F ( ( は , 「 ) . ( は. ;)) ( Y . i )

F( x , 2c ) - F( は g )F ( Y . ま )

て

∴ φ は involution alg の同型肉



e . 9 .

G = R
2 . F ( x . は ) =( - )

時
から G = G ×R. F : 2- c0 on Gを E3hain 操作 で

f(
T

(7,7 z), { Yi. Y:))
F
(

( x ,ε ), ( は . a)) = (ー) とすると

F ( (x . 8
)
, ( Y , δ ) ) =Flxiy

)

= (-)
fiay )

: ∴ f (( x
.δ 1 . は
iσ) ) = fixiy

)

fix. x) tf(x, は )
F ( ( 7x, 0) , (は ,「 ) ) =F ( x .x ) F (x . は ) = (- ) f ( 1 x , 0) , ( Y , T)) = flxix ) fixiy )∴~

F
(

( x . , 5) , ( は ,
δ) ) = F( Y . 7x ) = (- )

fi は . x ) f ( (x .
「 1

.

( は , σ 1 ) = fiy .
x ):

~

f(x. x) tfly. 24 t 1

F ( ( x . T ) . ( Y . 「) ) = - FLx . x ) F ( Y . x ) = く一) ∴ f ( ( x , 5 ) , ( は . 「 ) ) = 1 tf(x.x )+f ( y .x)

これらをまとめると F ( ( x^ a).
(
Y )) =fL ) [ T - x)x はTf ( は . x . ) ε tf ( x,x. ) Yot 2Y2

と書ける 。
(G . F ) から 始 め 2 n 回 ~ を 繰 り返 したものを G" ,

F" ,
f"

ε 書 < と

)¢ = (x, … .7xn ) , y = (f ∵.は ) εRz "に 対 て

(nt ) cA)

f
^"

( ( 7¢ . 7Cne) . ( 4 , Yue ) ) = f "
-"

( 7¢ . は ) (1-Cn* i ) tf( 4 ,7 ¢ )Cat ( tはueif(7 ¢ ,7¢ ) tChti はnt 1

0' =δ
「

= T
となることが 同様の議論 により 分かる 。 r より 2:

2

= 1

具体 的 には f" "(( x,7 ε ) ,( r. , a ) ) = ((-72) ← R2 t Y2txx.は x はxi

= x, は 、 + ( 7x .+7ε )は

f
(

( x ,= ,7( s).( Y ,= i[ 3) ) = f
"

(
( x,x),(Y ,ε ))( 1 - x 3)tf "

(

(Yi, ), ( xi. 7G)) 2C3

+ Y3 f
"

((xi ,x2) , (x,xc) ) tx は3

= 7x . は 、 + ( x .+72 )は/ ( ( -7 xs)+ 7 xは、 +( )c(Y.+ は2) x 3tys(
x

. '← x(x , t21 ) + 73 は3

= C、YI + R. YItGY 2 -K. は C3 -. Y3C 3- CYK3 tC は 、C3 t CL.x3 tx2 は22
n e n

ー IC (Ye}[ 3 =R .2 ?E3 in R
2

t L 3tC ( IcY3 t 7C2 は3 tx3 z ～
wn

= =
j : 3 C
:Yj tは 、 cx3tx . Yaxstx . )c は 3

ここで HH においてゆF( 7 ¢. 4 , π ) = F (は.Z)
"

Flxy .
Z)F(x .はzTFixiyy

" " "

y " , " " " 4 . 4 . xt

f
'

" ( 1 ,4 ) tf " (I ¢ t 1 ,4 ] tf " (x , は tx) tf
'

lix . は 1

= Y.Z .t ( はtY)Z 2 tLCtはIZt(Cは 、++ Y)Zzt xI ( は 、 tz. ) t( x.tCz)(YatEs) tx. は,t[x .tmem - δ
vww won vowm

∴ 中 F, " (x ,
は

,
2 ) = ([ - 1

)
= 1 5 Quartanion が associat: ve になる 理由



また RF"( ¢ , は ) = F "' (x , Y ) F
"

( 4 .
x)
T

は

f
"

(s¢ 4 ) t f "
(

4 .x) = C は、 + ( x . t 7 ε)Y tY . x, t (Y .t Y 2) Cc =Y 2 t は i7
E

～ =¢ . 41
ーは 7C2

$Fit
( ¢ ,4 . π

)= F (Y .Z)
"

F (xy .Z )Fixは
z
)Fixiyl" ' "

" , y "

y: で θにおい ( I¢ , は , 4 ε]
"

] より

f ( 1,4 ) tf (7 ¢+ y
,4 ) tf (7 ¢ . はtx ) tf (7 ¢ .

y)*)に )

C(ZzY 3t は 、Z=?C3
=」: , Y:Zj+ ZiY は3 tY . Zz はs tは 、 aZs+ Kess(tYK) ZetZ. ( xrty2 )( (sts)+ ( xitye) Zz( 7Cs + Ys )

Z. 、7CzY 3 tZ ,Y2x3 + ( Citは ( }[?[ctY2Z3
[( YZ3+ Y ( CaZ3

Y .3[ 27( 3 tC .Y 2(3 t x 、7 《Ʃ xm ( YntZu ) t ( Y 、 tE 、 )27 C + 水 、( YatEc) ( 3+ [.Cc(Y← Zs
)+
PCsyetLEMENE 3

= x 、 〈YzZs tEz は s )+ 7 C ε ( )+C ( は.Z++ m

= 1豔 1 = 1 ¢ 4 π 1
wum

ーZz は 3 ーYZ 1

ヘ ↑ →
R2 の 元 なので

D¢ , Y , R 1

∴ ゆF251 ( ¢, 4 . 2 ) = (-)

また RFH ( 7¢ . は ) = F
"
( 7¢ , は ) F

"

( 4 ,
x)
"

は

f 2¢i 4 ltf l 4 .,7 ¢
) m1

= Y 、C2 )[ 3 t7 .Y 27( s + x、《sは t「
Y: xg tx.yzYs+YecYstYc は aK3

= ICL 2 tC. は 3t7 C2 Y 3Y .[7 C 3 TC .YC 3 TcL . CctY.C 3 tY 2xt

tx( Y2 Y3 t YecY3 tYc Y27C3

∴7 ¢ =①or 4 =θor¢=Y NCき RFH (¢ , 4 ) = (-) = 1

IRFL4z] と ¢ の 対応 は σ →1 . 「→ でであるので

OF ( δ) = 0 . OF ( T)= - 「 εO ) = 1 . Oci )= - i でIRE[42 ]
,Of) ≡ (¢

,
6 )

IRF [42 × 2] と H α 対応は φ ( ix . o ; ) = (x . 07 ,
φ ( 1 o . y ) ) = { Y , i) より

φ ( 10 , 0) ) = (0, 0) ,φ (( T
,O) ) =(5 ,0 )

, φ ( L 0 , i) = ( 0 , T )
, φ ( ( , T; ) = ( T. T )

T → ( 1 , O ) →( δ
, O ) → ( O

,0 ) iGCi ,OJ G [ T
,OPCT, O )

Jx( 0, 1 ) ←→ ( 0 ,
0 ) ←* ( δ , i) K←⇒ ( O, -i) →( O - T)→ - ( T . T )



また IRR [R2 × R2]
"

>RF [R2 × F2 × 421 の 対応 より

40 = ( 1 , 0) → ( (
0
. 0

)
, ( 0
,01 K→ 1 δ , 0 . 0}

4 ,
= [i,O) → (( T ,鄂

)
,( 0 , O )∞ ( T ,

δ
.
0)

Ez = ( 0 ,
i )∠→ ( LO . 0 ) . LT .OD∞ LT ,

σ
,
i )

43 = ( 0 . K) →[ 10 , 0 ) . - CT . T)→ - ( i . 「 , T)

44 = ( 0 .1 ) → ( 10 . 0 ), L
0,04 ( 0 , δ , T )

45 = (j : o ) → [ 1 σ ,i) , ( 0 ,o→ [0 , T , 0 }

40 = (k ,
0 )x (-Li . T) , ( 0 , 0 ))→ - ( T , T , δ )

ey = ( o . j)→ ( ( 0 . 0 ) ,( σ ,i)→ LO . T . T )

という 対応 が 得 られる 。

例えば 43 . 44[ ) 4 s= 40. 4s = - e,

( -
1 )ies .

44it " 43.( 44- 4 a )= (
-)

4s . ey = 1) × 4 "

∴ ( 43 . 44 ) . 4s = [- 1 )
Ien , 44 . 451

43 . -[4 x - 45 }

(43 .44 ) .4 , =404 s = 44

(- 1 )
i 4s , 44 i 4s 1

so

鴛3
. ( 44 , 4 ) = 4 ,. [ -40) = 44

∴ (43 . 44 ) . 43 = (- 1
) i43 ,44 it 1

e3 , (e4 . e 3 ) などを確 かめることができる 。



元数 の quasi - matrix表現八

Def ( left daal . right dual }

(E . x ,
A
.
I

.
l
.
r) : mono:dol cat

.
λ EOblE )

ーX
*
ε Oble) : left dual of × ef aer : *

*
xIF . acoevx : I ' X *X

*
st

め Ax*
.
x

X
*

丫 \

4

et coevaxidy (X * *) *× ≥ X* (**X) ,

:d×DeV
×× xI XMへG V { > I ⑤ X 〉

' X
M
*

い 1 idx Q
フ

V v =

x *C X'

eUx ,
coeva は * 0 * idx

左 の 向 きに進む 丫 *
*
rxl A*x

,
a
*

mm

^

ト
^

=

)X**
Iid×*scoes** (X*x*)

id*
I **屮

d
* \ ァ (

*

X )* X
*

≥
eVxD

Q[ 1 x XX x X )
1 I1

idx* Q
x
*
L) x *

I* x*
idat

*
XEOb(C ) : right dealof ×

Of IV: A * *
X
II. scoVX: I * X* X st.

丫 ょ ril id× ocoers dさx
,* , PX) *

XCUX
*

*

'

idxI∞ X ixlxv 凸 *
*
* \ ( x x ( 7

x *) 1 > XxI ) x
7

W

A1 1 = idx Q
フ

r

凶

ev
'
s ,
coeus は

び す 父 idat

X
*

9

の 向きに達む点
ww ^

*
* lt*

*
*

1

J*x
↴

へ * A
*

*
xcX .
*
x * id*⑤eUx * *

へ
1 1

coevaxid
, ( X * x) D* . ∞ ( xx )* ,1) *

** \ > I ∞ \ 1 / X X ⑤I 7

~

= id*x Q'
*

* 《 X ノ

*
*

凸
*
X

iod*x

Def ( rigid monoidal cat )

e : monoidal cat

e : left rigid
f F× EOb(C ) に対して left dual が在する 。

[ right } ( right )

と : rigid def と : left rigid かつ right rigid

Rem

e : left rigid ⇒ X ε oble) に対 。
, × a left dual は up to isomorphism で unique に定まる

。

Cright ) ( right )

e . g .

k -vectorfinitedi sp のなす 圏 を vectac 表記すると
.
f ε vectrに 対

、

{ 4 : 4 : basis of f ,{
e { : dual basis of fa εする 。CVr *

*
F afav, ,fv) ε k

cev' r : FF
* avxf t→ fio) ε k )

coevr . :Ka 9k 1 , ƩEixe
"
ε F ∝ F

*
とするε π

*はleftdeal か )rightdual ∴nectkは rigid
(coer :KK →EDE . ε

*
* O )



Prop

G : group . $ : normalized 3 - cocyde ⇒ vect : rigid monoidalcatleft

proof)

vectは Vectの subcatよりVectの monoidal strにより vect は monoidal cat である 。

VE ε vectにえ下u. {e} : basisoff o14lを lol c表記するよg のいずれかに含まれる basis cする .

{ ey : dual basisと v. Ie= Iit とする 。 CUr : F
*
* F af * v , sfiviek

.

COeUr : KaTKIƩ 4. * E
^
tF *E

*

と定める ε
, evo ,coevo はvec の 射であるかiiiiii)

( idr ∞ evo) . A. *)( ƩBiototiniDeix' () * ) ƩBio. iii.ivi) &Coiit,in )sjei = ej

1 g,g . g 'y $ (gigeg . g
^
' ) $( g .gt. g ) =gigtggyggtgigymn
min

mmn ∴か g.g.g )(g. g . g) = 1 より
l

((evr * idr*) 。 a、πτ* )(*銀( Aixe
^
; )&io,tnt . iol=やいりかは ^ δ: i

Prop

e : rigid monoidal cattef Fooble )

, Fx (F** (U **)
)/ ixaf

∞ ( (E**E)*F*)
ixevenio*, FoF*UNAV* : Ux *

)☆ ( VDF* )AE
.E*、 FDE*

YFxt* = COeVF : I > FDF
*

Cするとき (FDFT , M**,Yo *E*) : algin と

( Proof }

Urxπ*.(Uvx **idixu *)Egraphical に表現するとCµ x *。(:d * **M**)。A* 、A*. F*π*

9 B)( B( 0) 》 o o) o( ô) ) BO)

i i 1 1
の[ の( 0o) ] } の「( □ ) o))

1 1 i( 0 o[ s ) o ] ] o( 0( [o 03 ) )

! し b , し[ 0 ' O( O ) o( o( 0 ) 0 ))

! @ o[ o ) ) 0 0 邰 0

0 0( 0 ) β ) 0 ( Of o) )

! w b や
w

0 )0 0 1

0 0

よってこれら α式 は等 しい 。またµt*
r * . (coevexidrx*) ,U**. ( idr*r** coevo) を graphical に書くと

B
[

0 ) O[ 0 ) o o) O 0

w へ v M くっ へ( o" f 0) ) の( O ) [ o) )

r 忄 h v N Iiu
o( [ 0 oJ ) ) 二 w n ニ idx. o( o[ ( 0 0) ] } = w n=idx*i ^ t i k

0

tw v L

( o ( 0 ) ) ( 0 & )( o 3 )

占 U t れ w t 肉く く
⑧ B C) 0 0 O 0



Prop
と : rigid monoidal cat

,
A : alg incleft

この C き left A - module (π ,
F) ε morphism of alg I : A , F**とは 1 対1に対応 する

。

proof)

@ (D.O ):leftA-modulec するとき I (
*):ATdcVAx( FA*(ADOJ*F**

*

TDπ
*

∞F
*

}

と定める 。 A * A , (V*π
*

) * (V*π
*
)

皮) *車( )
K を check する 。

vlls 始
U

UEDr*
A
②

@E

し

A
ま↳ ]

FxF* A
ICD)
xE*マ

rar*σ ( ( D * idr*)A ' A,τ.π * . (idtxcoevo) ) * (( D *id*) A 'A,v. π *lidAxcoe))M** . (I()* き(o) ) =

i す A A
W

へ

,

ヘ
A(
レ

( A(π
*
) ) ぐ F

*
) ) AU U

v C v～
. /

i 1

“8A(( ) *
)( A( ) I

* ) A )
ー

Ita ピッ i 1 1 [ R
ー

Z く π** ) 二 F ) 比 = I(o) UA…D
i t

*
iπ↓

. ー 8

^. へ 凸l 1」] *
l / l比 く( r ' )π

*

く v亢 w 妄 r E F
*

くI(x )

. ^ MA = . *)
ュ ュ *=coevr…②

巳
1 ム ↑

~

. @fl 0
*

世広 t q

o β : A , F * F
*

: morthism of alg in C ncき
、

idoevo
王 (P) :AD

TFPAIE NA*LI*F.HVN ∞L
*
*F) T F と定める 。

(ADA ] の F AD(ADF)AA.Aa IIf
Axik

>ADf を check する 。

UA∝ ido 問 idAx互(β ) R
v

AAF IFI(O
ADF'e )

②

熙
A A)

き (β ) 。 ( idtx き ( β 1 ) . AA
. A . f =

1 を
二

tAI ↑
= MADidr)I (en .む。 1: ェ*

1 釦記
E(e )Axide( ) =: l 1

E
*

'*
F)

[ 正) )劍 π
1

^
1
附

B 1 し。 [ τ式A → FAF
*

ひ
. [ . 1、Mrxt

1
( F

*EC1 ) π
*τΨi")k wY Ccva i i
U MFAr4 ADA→ (VDE

*

) @FD*
L)P

- - ② ull. ↓ Uro二N =idr FAV*AP



。 車 (き (β ) ) =β

車 (き (( ) ) = ( idrxeve() . Ar. *.τ o( β *idr ) ) …dAcoere. *lidrxere).Ar. *. (β * idr」 )*id*( )

今 へ
A π

ム

F
*
)

1 ～ 1

AEC) FX
楽 1

ム

へ 司
W =

*
=

FEIFC ) r=β
( ^o
. 1

τ( F
*
τ[ 》

i
F
*

*

。 王 (車[)) = □

王 (五(x) ) =互( L *:d * )AA.F . r*,idAxcoeve ) )lidevr) , Ar. * . τ. ( (* id* ) aAv. r *.idcoer) )*idr
A ひ
っWA (弋 ^

*

) )

,l

= A( F V
* ) =

山

"
^

⑭.

= F

l
E EF

*

)い、1 1
氏 研

i
w

脈
e

. g .

① は vect皆: の 代数より , ①θ ,①µo があるが 、五µ] : ① >⑦ x ①
*

は alg map

車 (µo ) (4 ) =Moxida* ) ,A. a. - idoxcora) ) ) =µ xid1. af. a. *(かcnniiine* e*14 i

Moxida*( ) (超
。

か(n,lititii')(4* ti )* ' [e. e )xe. :
I

計算を 実行し
.
行列表示 をもとめ Z と

、

af -

1 Y

0s→
1

"
1

Ez臼
ー 1

ー 1

1

β3
1

ソ

"
"

"
] .. 1

- 1

1

[

1

- ) い

い

1 1 - 1

1 丫

- 1

1 "
1 い

ー1

Eア4 1

-

1

1

1

と1 1

E35

.

1

1

1 '
Eo3

1

1

- 1

ノ
丬

1

eワ
印

1

l

1

l

- 1

行列 の 積は α= [4j) , β= ( βij)に 対して( α. β ) ;=
長( iil, K 1ik( + 1z 1 ) αic βks でなえられるので

.
. 1

↑
通常。行列 の 積

E ,
o βz ー

1

1

い
ー 1

= 94
とは異なる 。

ー

1

… … =" ソ


