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2 . の 表現 と 多 元 環 の 表現

3
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Auslander -Reiren理論 ( 次回 >



とは何 か ? 抑 も 表現 とは

君 は( quiver ) を知 ているか ?
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とは何 か ? 抑 も 表現 とは

定 義 θ= L oba ,mor
2
,
dom ,
cod ) がであるとは

dom
,
cod が mor2 → ob a なる 写像 であることをいう

注意辺 e e morQ 1 = , 8 . domce , he e n 始点 codle ) e e の 終点

とう

oba ,mor Q は 有限集合 とすることが 多 い
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とは何 か ? 抑 も 表現 とは

表現 とる ?

ス 口 ー が 2
「 数学的対象 × の 表現 とる. × からの 函手 のこと .

モノイド
,
群

環
順序集合…

1 を 圏と 見做いに 固定 した 圏 とへの
ー

記法 $ ec … 集合 と 写像 の 圏 函手 1 → とを考 える

Cat … 圏 と 函手 の 圏

K : I, R : 環

Mod ( k ) … K - 線型空間 と K - 線型写像 の 圏

Mod (R ) … R . 加群 と R - 加群 の 準同型写像 の 圏

n



とは何 か ? 抑 も 表現 とは

表 現 としる ? ( モノイドの 表現
、

モノイドを 圏 と 見做 す
モ 1 3 ド M= L I , λ ,

τ ) と 次 の 圏 EM を 同一視 する

ob φ cu ) = { * }
.

morE ( M ) = M
. *当

m

' mim

mo m:= mx m
"

注意 対象 が 1 つの 圏 はモノイドと 見做 される
圏 と ( M)から $ etへの 函手を 考えるる

函手 F : と (M ) → $ ee は

。 対象 * の 写 り 先 F * = : X と
.

s 身子 m ( ε I ) の 写 り 先 Fm : X → X E im
m

QF2FmQ当
の 2 のデ ー タからなり 次 を 満たす

* mom 1 〉 F
θ Fm ×mi

い
。 Fmx m = Fmm = FmoFm と Fmm

"

1"

Feπ Fidx = idfx = idx Fmofm '

m) M -作用 を 備 えた 集合 { X . M →En × ) ) を 定 める
。
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とは何 か ? 抑 も 表現 とは

表 現 としる? (順序集合 の表現
順序集合 を 圏 と 見做す
順序集合 X = ( * , ≤ ) と 次 の 圏 と ( × ) を 同一視 する

ob ecX 1 = k
.

Homeix , la , e ) = ( { * ) if as h
① otherwise

注意 各 Hom 集合 の 濃度 が 高々 ↓ えのとQ. (前順序集合 と見做せる
圏 と ( X ) から $ et への 函手 を 考 える
～) これは 図式 に 他ならない



とは何 か ? 抑 も 表現 とは

表現 としる ? ( の 表現

を 圏 と 見做 す
ー

“

そのまま
” huiv

obl Cca , ] : = ob (a ) path { P 忘そP{ Hom
eca,

( x
, は ) = { x からはへの 道 全体 } $einiCat
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×λ.b q
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そのまま
”

obl Cca , ] : = ob (a ) path 辶
首 全体 } C{ Homeca, ( x, は ) = { x からはへ σ 2

Q Q

とし 道 の 合成 を 積 をする in∴
注意 。 道 の 合成 る 変 な 関係式 がない

t
.

"

から 圏 への 自由 な 構成になている。
ie

.
2
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…
…

つし
～ ー
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.

e :Quiv →Cat は忘却函手Cat→ Rvの左随
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obl Cca , ] : = ob (a ) path 辶
首 全体 } C{ Homeca, ( x, は ) = { x からはへ σ 2

⑦ K

とし 道 の 合成 を 積 をする ea=^'学inin .

t…
注意 。 道 の 合成 る 変 な 関係式 がない d

ー

mns e :Raiv →Eat( は忘却函手①ac →Rv のな随
。 道 の 長 さという 概念 が 整義的 に 定 まる

my pt mor le(a)α ε a len ( p ) と 書 く

σ 次 が 成立する : len (pq ) ≤ leucp ) t len (q )
。 等号 成立条件 i2

, p Eq とが 合成可能 or

lencp ) = len [q ) = 0 である ←

“ 非全域性がこのようなやや2 しƩ の 原項
”
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ー

mns e :Raiv →Eat( は忘却函手①ac →Rv のな随
。 道 の 長 さという 概念 が 整義的 に 定 まる

ms ptmor le(a) α ε a len ( p ) と 書 く

. 恒等射 ⇒ 長 を θ
.

圏 と ( α)から $ et への 函手 を 考 える
m ) 2 →e( 2 ) を 合成 するとQからの 筋 の 射が 得られる
m ) ∞から$ecへのの 射 と 対応する
y $ex に 於 ける 可換 とは限らない Q の 図式 と 同 じ



とは何 か ? 抑 も 表現 とは

表現 としる ? ( の 表現

ここまでで 、 次 が 分 かた

。 の 定 でとその }
。 から 圏 を 自由 に 構成 する 方法
( Q から道圏[ ( 2) = : Path (α ) を 定めた )

。 Q の 表現⇒ 自然 に 定 まる 圏 Path( α)からの 函手
印 Q から 圏 をに 忘 Pしにへのの射

( Hom
eat

( Path (α )
,
e ) ≡ Hom

nuio ( Q , Ʃ )

. Rep ( 2 .
e ) := Func ( Path (2 )

,
e ) と 書 く

、

。 でc る何故 の 表現 を 考 えるのか ?

AO
.

有限次元多元環 が 具体的 に 分 かる
AI

.

組合 せ 論 と 多元環 の表現論 を 繫 ぐ 1

A 2 .
多 元環 の 表現 だけでは 分 からな本質が 見 える 1 eec.

.
.

。 今 回 は 加群論 ( over 多元環 ) を具羽的 に 見るために
道具 としてこれを 用 いる ( A0 ]

.



とは何 か ? 抑 も 表現 とは

表現 の 列 (Mod ( k ) の 場 合 )

。 A 2 = 1
∝

) 2 σ Nlodck ) での 表現 を 考 える :

例 ⑥ ① = 0
0
) 0 く… 零表現
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Wa
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f
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.
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とは何 か ? 抑 も 表現 とは

表現 の 列 (Mod ( k ) の 場 合 )

。 A 2 = 1
∝

) 2 σ Nlodck ) での 表現 を 考 える :

例 ⑥ ① = [ 0 0
, 0 J く… 零表現 ( 零対象 )

例 2 治÷ 野影総単純表現 ( 単純対象 >

例 2 階 、
治
; 淡} 総射影表現 ( 射影対象 >

ー

例 3 説沿淡影総:入射表現 ( λ射対象 >

mg [ o →k } … …… … [ K → 0 ]
7

'

[ K → KJ
←

。 事実 nel( A 2, lod (k ) ) に 於 る 直既約対象 はこれで尽 きてるコ

( 少 なくとも 今 の 私 には 加群論 を 回避する 手法 は 分 かてな、 )



とは何 か ? 抑 も 表現 とは

表現 の 列 (Mod ( k ) の 場 合 )

A2 : . )) . [ o → k ] …… …
… … [ K → 0 ]

7

'

[ K → KJ

…A 2
'

s . ) . ) . ( O → 0 → k] ⑥→ k → 0] … [ K→ 0 -00 ]
ゝ っ ゝ つ
[ O → K → K ] … [ K→ K→ 0 ]

ゞ つ
ー

[ C→ K→ K ]

←→LO → 0→ KJ - [ K→ k → 0 ]
っ y

[ KIK → K ] … [ o → k → 0 ]
→ ゝ →

[ K→ 0 → 0 J .[ O → K → c ]

←

。 事実 irep ( A2,lod( k ) ) に 於 る直既約対象 はこれで 尽 きてる

( 少 なくとも 今 の 私 には 加群論 を 回避する 手法 は 分 かてな、 )



とは何 か ? 抑 も 表現 とは

表現 の 列 (Mod ( k ) の 場 合 )

定 義 圏との 対象× が 直既約であるとは , 圏 e に 於 て

e : Y 2 Z X ⇒ E
。 Lx か 60 Ly は 同型的射

が成立するとを wu ,直既約対象全 I を indecce ) と 書 く

定義 U
.
N を 2 σ 表現とする ,

(

ieM , N " : C (2 ) - →Modck )
)

次 で定ぎされる 表現 を MoN と 書 く
a at obQ に 対 し

,
( M * N ) a := Ma → Na

.

PE morQ に 文対 し , (U * N ) p
= MP → NP

を 線型写像 の行り 表示 をすれば
( M * Np ) = [q , ] と u う : と .

定 義 Q の 表現M につ u て

M ≡ X * Y ⇒ M = X or U = Y

が 成立 すると 4
,
M を 直既約表現 という

←

演習 indec ( rep (a ,Mod(k ) ) ) = {直既約表現 } を 確 かめよ



とは何 か ? 抑 も 表現 とは

表現 の 列 (Mod ( k ) の 場 合 )

直既約対象 に 注目 しているのは 次 の 事実 による :

事 実 Q の 有限次元表現 は 一意的 な 直既約 分解 をもっ

～ )よって 先 の 例では本質的 に 全 ての有限次元表現 が分かたいえる
( e. nep( Q, imod (k ) ) の 対象 )

"

～) 直既約表現 の 間 の

“

" 基本的 な 身射を決定 したなてくる

( もしう天定できれば nep (Q ,mod (k) ) の 構造 がよく 分 かる )

→ Auslander -Reira 理論

←

注意 上 の 事実 はより 精密 に 次 のように 述べられる :

irep (Q,mod (k ) 》 はKrull -Schmide 圏 である



とは何 か ? 抑 も 表現 とは

i

71 repla.mod ( kl ) の構造 は 分 かたけど 、

い 。 た 加 群論 はどこに 出 てくるんだ … ?
…

~m ) 次節 で 明 らかになる 1

注意 : こまでは 殆 ど 圏 に 対 する 言及しかしていない
このことは 重要 で

,
Auslanter - Reica理論 は

完全圏 や 三角 圏
,
更には ET圏 へ 拡張 される

←

ET圏

完全圏 三角圏



の 表現と 多元環 の 表現

しょくある )概略

籐 道多元五環
Q ～< KQ

{ 表現 {表現
irep (Q ,inodlk} ←～) conod (kQ ]

圏同値 !

数 以 上 より
,

“

道多元環 として 書 かれるような 多元環
”

の 表現 ( = 加群 ) は

Q の 表現 に 帰着 される
。

stept α から 道多元環KQ を 構成する
scep2 Q の 表現から KQ の 表現 を 構成 する

step3 道多元環 KQ の 表現 から Q の 表現 を 構成 する



の 表現と 多元環 の 表現

しょくある )概略

籐 道多元五環
Q ～< KQ

{ 表現 {表現
irep (Q ,inodlk} ←～) conod (kQ ]

圏同値 !

以 上 より“道多元環として 書 かれるような 多元環”
の

表現( ← 加群 ) は

Q の 表現 に 帰着 される

steps Q から 道多元環 KQ を 構成する
scep2 θ の 表現から KQ の 表現 を 構成 する

seep3 道多元環 KQ の 表現 から Q の 表現 を 構成 する



の 表現と 多元環 の 表現

stept Q から 道多元環 KQ を 構成する

f. 道全体 を 基底 とする K - 線型空間 KQ : = K
はPath (α)

について

道 P に 対応 する KQ の π を ep とすると , (epptPath(a) は KQ の 基底 である
。

s, 道 の 合成 を 用 いて K-双線型写像 λ を

X : KQ × KQ ) KQ
山 儿

sep . eq) , ,epq 但 p E 8 とが合成不能 のと & は epq =
0 とする

と 定義 すると ,Path( a ) : 於 τ 道 の 合成 が結合的 なので × も結合的

P は 頂点 、

⇒
翔

Q が 有限 なので , IkQ = Ʃ { epl len (p 1 = 0 } が 定ぎで8 × に 肉 する 単位元 である
。

b g
f っ C

a
.

→
'

～h . とすると
, eb leftegtenlec = egt ea とるってる

m) { KQ
,

X
,
Ikα 〉 は K - 多元環 のデー タを 定 める

。



の 表現と 多元環 の 表現
b Mf plb 14g

D q y

scep 2 Q の 表現から KQ の 表現 を 構成 する 5 n → -

ch
ao
→ Ma u ec

ゲケ Q s tnod ck ]
' 服 Q の 表現 M : Q → mod (k ) を

“

I に 纏 める ” 即 ち

FCM ) " =a 。

Ma
この 構成 に 於 いては

として ,KQ の作用 を 道を 用 いて 定める : ∞ e2 ,inod (k )

KQ ) ( FCU ] . FCM 1 ) I .!w儿 心 儿
～

i
P
な ) aokaplal s Mp ( kixi ) Path (Q )

M を 用 いるる

これは KQ の 表現 となっている (演習 ]

seep3 道多元環 KQ の 表現 から Q の 表現 を 構成 する
道 多元環KQの 表現M : KQ > onod( k) h を 任 人 にとる

V . : =M ( * ) なる K -線型空肉 を Q n 作用 によって 分解 する ” 即
ち

GCMJ
(
i ) : a eiVei

G ( M )
,
Li

P
, j ) = eiver

とおく 6 , GCM ) : Q,mod ( k ) か 定 まり ,これは Qの 表現 となってる (演習 )



の 表現と 多元環 の 表現

しょくある ) 概略( 再掲場 ]

籐 構成
道多元環

Q ) KQ

{ 表現 {表現
F

irep (R, inodlk )) 、
≡

) conod (kQ ]
G

数 以 上 より
,

“

道多元環 として 書 かれるような 多元環
”

の 表現 ( = 加群 ) は

Q の 表現 に 帰着 される
。

事実 ( Gabriel ) indec ( imod (ka )] が 本質的 有限 である : と (は
,
Q = An .Du . Eo.78 と 同値

、

[ 悲報 ]

これは遺伝多元環のクススしか 調べていないとになる

そもそも 上 の 図式 も 概念的にる 整理 され互 ていないように見える
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の 表現と 多元環 の 表現

:報:有限次元多元環は , ^ ; し 今 までの 話 を modify すると 射程 に 入 る

A を 有限次元 多元環とする 。

A から 次 のように QA を 構成でする :
obQA " = { e , es , … ,en } 但

, e : 達 は原始直交冪等元 の代表

HomQalez , eji = { xx
.
" .xak }s

目
,xx: 達は e; radaYrad'cA ) eg の 基店

次 のような 全射 が 存存する : φ . KQA ) A
山 儿

Cα:1 ) JCx
:

① 全射性 を K : 代数肉 の 場 合
に 軽 く 見 るwedderburn-Malcer の 定理 より

0 → rad (A) , A → A / rad (A )→ 0 (ex )

は 分裂する Arcin性より radCA) は 冪零で , よって

rad (A ) = { xx ; 逆 で 生成 > ←… ここに 冪零性を 用 いる

A / rad (A) = 〈 e : 達 で 生成)

が 分 かるのでo

業 Ker とは容的 イデアルである

( 生 成系 を道のみでとると& , 長 さ 2 2以上 か有界 にで Q る )



の 表現と 多元環 の 表現

しょくある )概略 + α

籐 道多元五環
Q ～< KQI
withI

{ 表現 {表現
?? ? ←～) nod CkQI )

圏同値
になって欧 しい
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しょくある )概略 + α

籐 道多元五環
Q ～< KQI
withI

{ 表現 {表現
?? ? ←～) nod CkQI )

圏同値
になって欧 しい

:
ここは

“

I ( path の 集 なり ) に 対応する

線型 写像 が □ になっているもの
”

に 限 ると 上手 く ～ c !

定義 I を path の 集合 とする
。

2 α 表現 M が I で 束縛sd 3 Cca,
PEI ⇒ Mp = 0

をみたすらをいうこのような表現 のなす 充満部分圏 を

rep ( 2 ,
I .mod( k ) ) と 書

く
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圏同値

[ 悲報 ]
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o そもそも 上 の 図式 も 概念的 にる 整理 され互 。 いないように見える

… ) なるべくここの改善 を試 みる1
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の 表現と 多元環 の 表現

gf
4

ゝ 籐
.

→ 合成が 未定義
”

を 表す 元 を追加→
コ Q

h

一自由 ～
Afa

f g gf h

5 Path (Q) l ) 2 gf
.

^"
②

～

<

に 1

i MPath (Q) 少 f * gf * *
→ .

ー

* C h→ ー

gfih 自由 上自 い
q * * * *

l : l ～

l
* *

* *KPathQ) く ' ? KMPath( a ) =KQ gf
h * * * 女

Q ) lod Ck ]

{
…… !?∵

"
?

Path (Q)
ー “

I ー^ - 14 PathCα ) !
kPath(Q)～ ↓

KMPac
.(Q)

= KQ



の 表現と 多元環 の 表現
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の 表現と 多元環 の 表現

f ∝ 籐
.

→ 合成が 未定義
”

を 表す 元 を追加→ Q
h

一自由 ～
Afa

f g gf h
～ に 1

5 Path (Q) l ) 2 gf
.

^"
②

.

ー

MJ 少 f * gf * *< i Path (Q)
→

ー

* C h→

gfih 自由 自由
q * * * *

l : l ～

l
* *

* *KPathQ) く ' ? KMPath( a ) =KQ gf
h * * * 女

. = I ^ mor( Q ): e . の情 を 忘 れていてαい

{

→
In Path (2) < , MzrPach(a)

岡 のイデアル ↓ ↓部分回)十作用 で K ( I ^ Path( α))<
) KMIrPach(α) = I (評容的 イデアル ) 、



の 表現と 多元環 の 表現
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岡 のイデアル ↓ ↓部分回)十作用 で K ( I ^ Path( α))<
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( の info. を 忘 れない
& 有限次元



Auslarder - Reire理論 (予告 )

Fen ( imod(A )'nod(kl) = mod (nod (A ) )

↑
Op

Fan ( A ,nod (ks ) = inodCAl

r
A

O ← S ← Hom (- ,e ) ←tHorf
,
N ) ← tHouC -

,LI ←0



Auslarder - Reira理論 (予告 )

Fen ( imod(A )'nod(kl) = mod (nod (A ) )

↑
Op

Fan ( A ,nod (ks ) = inodCAl

r
A

O ← S ← Hom (- ,e ) ←tHorf
,
N ) ← tHouC -

,LI ←0

辶
O→ M →N → L → 0 calmosesplicseq!


