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今日、何をやるか

②一次方程式についての結果を利用し,
二次連立方程式の非負整数解の個数
を推定する確率変数を構成した

①特定の条件を満たす行列
について連立一次方程式
の非負整数解の個数を数え上げる公式を紹介
[Lasserre2001] 



モチベーション

→とにかくディオファントス方程式をわかりたい!!!!!!!



未解決問題の例
(Erdős–Straus 予想)



どんな(高次)ディオファントス方程式も
二次連立方程式に帰着できる.



どんな(高次)ディオファントス方程式も
二次連立方程式に帰着できる.

例. 方程式 は

と等価



こういう形の連立方程式についてアプローチしたい.
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ノーテーションについての注意



行列𝐴
の𝑖𝑗成分を𝑎𝑖𝑗と書いたりなど,
大文字で行列を定義して小文字でその成分を表す.



ベクトルを のように太字で表し,その成分を
のように書く.

特に何も言わなかったらベクトルは縦ベクトルと思って.



ベクトルの次元を明記しない場合がある.
例えば𝑚次元の零ベクトルも𝑛次元の零ベクトルも
両方𝐨のように書く.





同じ次元のベクトル𝐚,𝐛

に対して𝐚𝐛などと書いている場合は
        を意味していると思って.

のとき

𝐚𝐛



ベクトル𝐯に対して       などと書いている場合は
                          を意味していると思って.



ノーテーションについての注意

STAGE CLEAR！



連立一次方程式の解の数え上げ公式



まず係数行列  が満たすべき条件を明示しておく



まず係数行列  は以下の【条件】を満たしているものを考える.

【条件】



この【条件】には同値な条件がある.（こちらの方が直感的かも）



この【条件】には同値な条件がある.（こちらの方が直感的かも）

命題
以下①,②は同値

①

②



【条件】を満たしている例



【条件】を満たしている例

→



【条件】を満たしていない例



【条件】を満たしていない例

全成分を正にはできない!→



【条件】を満たしている 【条件】を満たしていない

【条件】は格子点を数えるということが
意味を成すための条件



に対して

と定める.

→ つまり数えたいのは



を固定する.

写像 を

で定める.



↓

の場合は明らかに

である.



に対して複素関数

を対応させる変換

：

を考える.

をいい感じの式で表し,その逆変換をすることで

を得る方針



は具体的には

で定める.(級数が収束する範囲において)



以下,       や        に  について,
文脈上混乱の恐れのない場合は省略して
    とか   などと書く.



定理



(証明)

が成り立つ.



和の中身を見てみると,







この結果に対して,逆変換をして
解の数え上げ公式を得よう.



定理



(証明)

あとは和と積分が交換できてほしい!!!!!!!!!!!!!!!!!!!





しかも,

めでたくも和と積分が交換できる!!!!!!!!!!!!!!!!!!!→



ゆえに,



系 (数え上げ公式)



(証明)



Future workとして,数値積分を用いて
近似評価を行う事も考えられるので,
実積分の形にも書き直しておく. 



系 (数え上げ公式の実積分表示)

先ほどと同じ設定において,

と書ける.



(証明)

に対して

と変数変換して,
あとは職人の手で一項一項丁寧に丹精込めて計算するとよい.



(被積分関数の分子)

実部と虚部を分けるように変形する.



(被積分関数の分母)



したがって,



虚部は積分したらゼロになるので,



例

したがって・・・







例 ある日の微積の演習風景・・・

教員



例 ある日の微積の演習風景・・・

教員



例 ある日の微積の演習風景・・・

教員



例 ある日の微積の演習風景・・・

教員



教員



わからないよ～

学生教員



わからないよ～

学生教員

むむっ

優秀な学生



この被積分関数の形は連立一次方程式の非負整数解の数え上げ公式
が絡んでいるに違いない！！！



この被積分関数の形は連立一次方程式の非負整数解の数え上げ
が絡んでいるに違いない！！！













まいった



STAGE CLEAR！

連立一次方程式の解の数え上げ公式



連立二次方程式の解の数え上げ



二次の連立ディオファントス方程式

・・・(☆)

を考える.



この(☆)に対応して

を考えて無理やり一次方程式の話に帰着させる.



係数行列が【条件】を満たすように
もう少し補正を加えたい.



を考えるとよさそう

・・・(〇)



(〇)の係数行列を考える



係数行列は



方程式(〇)は



定理









定理



(証明)

前半は

から得られる.



(証明)

後半についても,

から主張が得られる.





系



(証明)



STAGE CLEAR！

連立二次方程式の解の数え上げ



Future workに向けた取り組み



→ なんかいい数値積分の評価不等式が知りたい



わたしは解析も数値計算も素人なので,
「数値積分の種類」というタイトルのこちら
https://slpr.sakura.ne.jp/qp/numerical-integration/
のブログを調べてみた

https://slpr.sakura.ne.jp/qp/numerical-integration/
(ref. 2024/3/29)

https://slpr.sakura.ne.jp/qp/numerical-integration/
https://slpr.sakura.ne.jp/qp/numerical-integration/


https://slpr.sakura.ne.jp/qp/numerical-integration/
(ref. 2024/3/29)

→ 高次元の積分はモンテカルロ積分がいいらしい

https://slpr.sakura.ne.jp/qp/numerical-integration/


https://slpr.sakura.ne.jp/qp/numerical-integration/
(ref. 2024/3/29)

→ 高次元の積分はモンテカルロ積分がいいらしい

今回の数え上げ公式は高次元になりやすいので
ひとまずモンテカルロ積分について調べてみる.

https://slpr.sakura.ne.jp/qp/numerical-integration/










→



→

平均,分散がともに有限の値である場合における
大数の法則の証明を見てみよう.



補題(チェビチェフの不等式)



証明



定理(大数の弱法則)



証明



STAGE CLEAR ？

Future workに向けた取り組み



まとめ



今回できたこと

・先行研究の結果として,連立一次方程式の非負整数解
の個数を積分を使って数え上げる公式を紹介した

・その結果を利用し,連立二次方程式について,
  非負整数解の個数を評価する確率変数を導出した



今回できなかったこと

・Future workに向けてモンテカルロ積分について
調べたが,具体的にサンプルサイズをいくつ以上にすれば
誤差を抑えられるのかの細かい評価には至っていない

・ほかにも調べたい関数近似公式や数値積分公式があった



ほかにも調べたい関数近似公式や数値積分公式があった

・ に出てくる
被積分関数をWeierstrassの多項式近似定理
で近似して項別積分する

・

Lebedev求積法も面白そう.



今回できなかったこと

・Future workに向けてモンテカルロ積分について
調べたが,具体的にサンプルサイズをいくつ以上にすれば
誤差を抑えられるのかの細かい評価には至っていない

・ほかにも調べたい関数近似公式や数値積分公式があった

・Hilbertの第10問題との関係も調べたい.



宣伝

・漫画を連載しています

→ジャンプルーキー
https://rookie.shonenjump.com/users/11844546810164711117

・pixivにも同じ漫画を投稿しています.
X(@N_Y_Big_Apple)プロフからアクセスできます.



END

講演の準備期間は短いって
わかってたのに・・・

どうしてもっと前もってちゃんと
準備しようと
思わなかったんだろう・・・
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